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1. Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης

dy

dx
=

(y
x

)2
.

Λύση. Χωριζόµενες µεταβλητές :

dy

y2
=

dx

x2
⇒ 1

y
=

1

x
+ C

άρα η γενική λύση είναι

y(x) =
x

1 + Cx
και y(x) = 0.

2. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy:

dy

dx
+

y

x
= −x2y2, y(1) = y0.

Λύση. Εξίσωση Bernoulli. Αντικατάσταση z(x) = 1/y(x), για την z(x)
έχουµε

z′ − 1

z
= x2 ⇒ z(x) =

x3 + 2Cx

2
άρα

y(x) =
2

x3 + 2Cx
και y(x) = 0.

Λύση του προβλήµατος Cauchy:

C =
2− y0
2y0

για y0 6= 0

συνεπώς

y(x) =
2y0

y0x3 + x(2− y0)
.

3. Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξισώσης

y′′ + 4y =
2

sin 2x
+ 8xe2x.
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2

Λύση. Γενική λύση της οµογενούς εξίσωσης :

yo(x) = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Μερική της

y′′ + 4y =
2

sin 2x
(µέθοδος µεταβαλλόµενων σταθερών) είναι

yµ1 = −x cos 2x+
1

2
sin 2x ln | sin 2x|.

Μερική της

y′′ + 4y = 8xe2x.

(µέθοδος προσδιοριζόµενων σταθερών) είναι

yµ2 = e2x(x− 1

2
).

΄Αρα η γενική λύση της µη οµογενούς είναι

y(x) = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+−x cos 2x+
1

2
sin 2x ln | sin 2x|+ e2x(x− 1

2
).

4. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος Cauchy:

x2y′′ + 2xy′ = 2 lnx, x > 0,

y(1) = y′(1) = 0.

Λύση. Εξίσωη Euler, άρα για y(t) µε t = lnx, έχουµε

y′′ + y′ = 2t ⇒ y(t) = C1 + C2e
−t + t2 − 2t

δηλαδή

y(x) = C1 + C2
1

x
+ ln2 x− 2 lnx.

Από αρχικές συνθήκες :

y(1) = C1 + C2 = 0, y′(1) = −C2 − 2 = 0

συνεπώς

y(x) = 2− 2

x
+ ln2 x− 2 lnx.


